สรุปเนื้อหาบทเรียน
กฏข้อที่ 1  
  
ถ้าต้องการทำงานอย่างหนึ่งซึ่งมีสองขั้นตอน โดยที่ขั้นตอนแรกทำได้ 
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 วิธี และในแต่ละวิธีของการทำงานในขั้นตอนที่หนึ่ง สามารถทำในขั้นตอนที่สองได้ วิธี จำนวนวิธีที่จะเลือกทำงานนั้นเท่ากับ 
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กฏข้อที่ 2   
 ถ้างานอย่างหนึ่งในขั้นตอนแรกทำได้ โดยที่ขั้นตอนแรกทำได้ 
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 วิธี และในแต่ละวิธีของการทำงานในขั้นตอนที่หนึ่ง สามารถทำในขั้นตอนที่สองได้ 
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วิธี และแต่ละวิธีที่ทำในขั้นตอนที่หนึ่งและสอง สามารถทำในขั้นตอนที่สามได้ 
[image: image6.wmf]3

n

 วิธี 
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และในแต่ละวิธีที่ทำงานในขั้นตอนที่หนึ่ง สอง สาม 
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และ k-1 สามารถทำงานในขั้นตอนที่ k ได้ 
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วิธี  จำนวนวิธีที่ทำงานนี้ทั้งหมด 
[image: image10.wmf]k

3

2

1

n

n

n

n

K

=

 วิธี
กฏข้อที่ 3 กฏการบวก

ถ้าทำกิจกรรมใด ๆ สามารถทำได้มากกว่า 1 ทาง หรือ 1 แบบ ซึ่งแต่ละแบบนั้นไม่สามารถจะทำกิจกรรมนั้นพร้อมกันได้ จำนวนวิธีที่จะทำกิจกรรมนั้นเสร็จสิ้นเท่ากับผลบวกของจำนวนวิธีที่ทำเสร็จสิ้นในแต่ละแบบ
2. แฟกทอเรียล n

นิยาม
เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกแฟกทอเรียล n หมายถึง ผลคูณของจำนวนเต็มบวกตั้งแต่ 1 ถึง n 


แฟกทอเรียล n เขียนแทนด้วย 
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หรือ
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หมายเหตุ  
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อ่านว่า
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n

แฟกทอเรียลหรือแฟกทอเรียล n ก็ได้ 
3.    วิธีเรียงสับเปลี่ยน

การเรียงสับเปลี่ยน คือ การนำสิ่งที่แตกต่างกัน n สิ่ง มาเรียงอันดับโดยถืออันดับเป็นสำคัญ ซึ่งสิ่งของที่แตกต่างกัน n สิ่งนี้อาจนำมาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ n สิ่ง หรือ r สิ่ง (r < n)


เช่นการนำตัวอักษร 3 ตัว ซึ่งแตกต่างกัน คือ A,B และ C มาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ 3 ตัวจะเรียงสับเปลี่ยนได้ดังนี้ ABC ACB BCA BAC CAB CBA ซึ่งจัดเรียงได้ 6 วิธี ซึ่งจะเห็นว่าการเรียงสับยเปลี่ยนตัวอักษรทั้งสามเน้นอันดับของตัวอักษรเป็นหลัก ซึ่งจะเห็นว่า ABC กับ ACB เรียงอันดับต่างกัน

หรือจากตัวอักษร A,B และ C ถ้านำมาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ 2 ตัวอักษร จะเรียงสับเปลี่ยนได้ดังนี้

AB  AC  BA  BC  CA  CB  ซึ่งเรียงสับเปลี่ยนได้ 6 วิธี
จำนวนวิธีเรียงสับเปลี่ยน
กฏข้อที่ 4
จำนวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกัน n สิ่ง 


โดยนำมาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ n สิ่ง   
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กฏข้อที่ 5
จำนวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n สิ่งที่แตกต่างกัน โดยนำมาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ r สิ่ง (
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ใช้สัญลักษณ์
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 แทนจำนวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n สิ่งซึ่งแตกต่างกัน โดยนำมาจัดคราวละ r สิ่ง
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วิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกันเป็นวงกลม

วิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกันเป็นวงกลม กับวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกันเป็นเส้นตรงมีลักษณะอย่างเดียวกัน เพียงแต่ว่าวิธีเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมไม่มีหัวแถวและท้ายแถว จึงทำให้จำนวนวิธีที่จัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมแตกต่างไปจากการจัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นเส้นตรง

จำนวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n สิ่ง ที่แตกต่างกันเป็นวงกลม
กฏข้อที่ 6
จำนวนเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกัน n สิ่ง เป็นวงกลม โดยนำมาจัดเรียงสับเปลี่ยนคราวละ n สิ่ง ได้ 
[image: image20.wmf])!

1

n

(

-

=

วิธี
จำวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกันเป็นวงกลมใน 3 มิติ

การจัดเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกันเป็นวงกลมที่ได้กล่าวมาแล้ว เป็นการจัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมในระนาบ ซึ่งถือว่าการจัดเรียงสับเปลี่ยนตามเข็มนาฬิกาและทวนเข็มนาฬิกานั้น แตกต่างกัน แต่การจัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมใน 3 มิติ นั้นถือว่าการจัดเรียงสับเปลี่ยนตามเข็มนาฬิกาและทวนเข็มนาฬิกาเป็นวิธีเดียวกัน

ดังนั้น จำนวนวิธีที่จัดเรียงสับเปลี่ยนของ n สิ่งที่แตกต่างกันเป็นวงกลมใน 3 มิติ เท่ากับครึ่งหนึ่งของจำนวนวิธีที่จัดเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของที่แตกต่างกัน n สิ่ง เป็นวงกลมในระนาบ เช่น การติดตั้งสัญญาณไฟ 3 สี คือ แดง เหลือง เขียว ถ้าจัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมในระนาบจะจัดได้ 2! วิธี หรือ 2 วิธี

แต่ถ้าจัดเรียงสับเปลี่ยนเป็นวงกลมใน 3 มิติ จะจัดได้วิธีเดียว

ดังนั้น การจัดเรียงสับเปลี่ยนของ n สิ่งที่แตกต่างกันเป้นวงกลมใน 3 มิติ จะจัดได้ 
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4.    วิธีจัดหมู่

การจัดหมู่สิ่งของที่แตกต่างกัน เป็นการจัดกลุ่มสิ่งของที่ไม่คำนึงถึงอันดับของสิ่งของนั้น เช่น การจัดหมู่ตัวอักษร A,B และ C ถ้านำมาจัดหมู่คราวละ 2 ตัว จะจัดได้ 3 วิธี ดังนี้ AB  AC  BCแต่ถ้าจัดเรียงสับเปลี่ยน (คืออันดับไม่สำคัญ) ตัวอักษร A,B และ C โดยจัดเรียงคราวละ 2 ตัว จะจัดได้ 6 วิธี คือ AB BA BC CB CA AC เป็นต้น

จะเห็นว่าสิ่งของที่แตกต่างกัน 3 สิ่ง เมื่อนำมาจัดเรียงสับเปลี่ยนคราวละ 2 สิ่ง จะจัดได้ 
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แต่เมื่อนำมาจัดหมู่คราวละ 2 สิ่ง จะจัดได้ 
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  วิธี

และในทำนองเดียวกัน ถ้ามีสิ่งของ ที่แตกต่างกัน 4 สิ่ง นำมาจัดเรียงสับเปลี่ยนคราวละ 2 สิ่ง 

จะจัดได้ 
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วิธี

แต่เมื่อนำมาจัดหมู่คราวละ 2 สิ่งจะจัดได้ 
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2

)!

2

4

(

!

4

-

=

วิธี
จำนวนวิธีจัดหมู่ขอ n สิ่งที่แตกต่างกันและนำมาจัดหมู่คราวละ r สิ่ง (r < n)


ของ n สิ่งที่แตกต่างกัน นำมาเรียงสับเปลี่ยนคราวละ r สิ่ง (r < n) จะเรียงสับเปลี่ยนได้ 
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 วิธี ดังนั้นของ n สิ่ง เมื่อนำมาจัดหมู่คราวละ r สิ่ง (r < n) จะจัดได้ 
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ใช้สัญลักษณ์ 
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แทน “จำนวนวิธีจัดหมู่สิ่งของ n สิ่งที่แตกต่างกันคราวละ r สิ่ง
(r < n)”
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การแบ่งสิ่งของ n สิ่ง ที่แตกต่างกันออกเป็น k กลุ่ม กลุ่มละ 
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จะแบ่งได้ 
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 วิธี แต่ถ้า 
[image: image32.wmf]k

2

1

n

n

n

=

=

=

K

จะแบ่งได้ 
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วิธี
ทฤษฏีเบื้องต้นของความน่าจะเป็น
การทดลองสุ่ม 
การทดลองสุ่มคือ การทดลองใด ๆ ซึ่งไม่สามารถพยากรณ์ผลลัพธ์ได้ล่วงหน้า เนื่องจากผลลัพธ์ที่เกิดขึ้นมีได้หลายอย่าง เช่น การทอดลูกเต๋า 1 ลูก 1 ครั้ง ถือว่าเป็นการทดลองสุ่ม เพราะสามารถบอกได้ว่า ผลลัพธ์ที่จะเกิดขึ้น คือ แต้ม 1,2,3,4,5 หรือ 6 แต่บอกไม่ได้ว่าเมื่อทอดลูกเต๋าในแต่ละครั้งจะได้แต้มใดที่แน่นอนลงไป
ผลลัพธ์
ผลลัพธ์ คือผลที่ได้จากการทดลองสุ่มที่เสร็จสิ้นลง ซึ่งจะปรากฏผลลัพธ์เพียงทางหนึ่งทางเดียวเท่านั้นเช่น การโยนเหรียญ 1 อัน 1 ครั้ง ผลลัพธ์ที่ได้อาจจะเป็นหัวหรือก้อยอย่างใดอย่างหนึ่งเพียงอย่างเดียว การทอดลูกเต๋า 1 ลูก 1 ครั้ง ผลลัพธ์ที่ได้อาจจะเป็น 1,2,3,4,5 หรือ 6 อย่างใดอย่างหนึ่งเพียงอย่างเดียว
เซตผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมด

เซตที่มีสมาชิกเป็นผลลัพธ์ทั้งหมดที่อาจเกิดขึ้นได้จากการทดลองสุ่มเรียกว่า “แซมเปิลสเปซ” หรือ เซตผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทั้งหมด ซึ่งหมายถึง ที่รวมของผลลัพธ์ของการทดลองที่อาจเป็นไปได้ทั้งหมด เราใช้ S เขียนแทนแซมเปิลสเปซ เเละเรียกสมาชิกของแซมเปิลสเปซว่า “แซมเปิลพ้อย” (Sample point ) 
เหตุการณ์

เหตุการณ์ คือสับเซตของเเซมเปิลสเปซซึ่งเขียนแทนด้วย E จะเห็นว่าเเซมเปิลสเปซนับเป็นเหตุการณ์ได้ และ 
[image: image34.wmf]f

ก็นับเป็นเหตุการณ์ได้เช่นเดียวกัน
ความน่าจะเป็น
ความน่าจะเป็น  คืออัตราส่วนระหว่างจำนวนสมาชิกของเหตุการณ์ที่สนใจกับจำนวนสมาชิกของแซมเปิลสเปซที่มีโอกาสเกิดขึ้นได้เท่า ๆ กัน
ถ้า 
E 
เป็นเหตุการณ์ที่สนใจ
ดังนั้น
 n(E)    
แทนจำนวนสมาชิกของเหตุการณ์ E


S     
เป็น Sample Space

       
n(S)   
 แทนจำนวนสมาชิกของ S ที่มีโอกาสเกิดขึ้นได้เท่ากัน
 และให้ P(E) เป็นความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ E

ดังนั้น 
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สมบัติบางประการของความน่าจะเป็น
1. 
[image: image36.wmf]1

)

E

(

P

0

£

£


2. 
[image: image37.wmf]0

)

(

P

=

f


3. 
[image: image38.wmf]1

)

S

(

P

=


4. 
[image: image39.wmf])

E

E

(

P

)

E

(

P

)

E

(

P

)

E

E

(

P

2

1

2

1

2

1

Ç

-

+

=

È


5. 
[image: image40.wmf]f

=

Ç

+

=

È

)

E

E

(

P

เมื่อ

)

E

(

P

)

E

(

P

)

E

E

(

P

2

1

2

1

2

1


ทฤษฎีบททวินาม
กำหนด a,b เป็นจำนวนจริงใดๆ และ n,r เป็นจำนวนเต็มบวก ซึ่ง 
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จากทฤษฎีบททวินามเรียก 
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 เมื่อ r เป็นจำนวนเต็มบวก และ 
[image: image44.wmf]n

r

0

£

£

 ว่า ‘สัมประสิทธิ์ทวินาม’

พจน์ที่ r+1 ของการกระจาย 
[image: image45.wmf]n

)

b

a

(

+

 จะได้

[image: image46.wmf]r

r

n

1

r

b

a

r

n

T

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


สรุปสูตรคณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.5
[image: image70.jpg]SHWQE - 8)

> = =-cos O
cos(%ﬂ -9 = -sin ©
tan(%ﬂ -8) = cot 8
cot(g’Zﬂ - 8 = tan 9
sec(%E - 8) = -cosec 6O

cosec(%ﬂ -8) = -sec 9

sin(270° - 9)

cos(270° -
tan(270° -
cot(270° -
sec(270° -

cosec(270°

0)

8) =

i

8)

6)

_e)b

-cos 6

-sin 6

cot 6

tan 6

-cosec 6

-sec ©



[image: image71.png](@°)

oy

sin 8

cos 8

tan 8




 


[image: image47.png]sin A

cos A

iy
b
B
b

an




ขั้นกิจกรรม
[image: image72.png]


[image: image73.png]cosec A= 30

tan A




1. นักเรียนวาดรูปวงกลม 1 หน่วยและเขียนค่าเกี่ยวกับตรีโกณมิติทั้งหมดที่เคยทราบมาแล้ว อันได้แก่ 
	
	90o - A 
	90o + A 
	180o - A 
	180o + A 
	270o - A 
	270o + A 
	360o - A 
	360o + A 
	- A 

	sin

cos

tan

cot

sec

csc
	cos A

sin A

cot A

tan A

csc A

sec A
	cos A

- sin A

- cot A

- tan A

- csc A

sec A
	sin A

- cos A

- tan A

- cot A

- sec A

csc A
	- sin A

- cos A

tan A

cot A

- sec A

- csc A
	- cos A

- sin A

cot A

tan A

- csc A

- sec A
	-cos A

sin A

- cot A

- tan A

csc A

- sec A
	- sin A

cos A

- tan A

- cot A

sec A

- csc A
	sin A

cos A

tan A

cot A

sec A

csc A
	- sin A

cos A

- tan A

- cot A

sec A

- csc A


เอกลักษณ์ของ 270o +  A

ฟังก์ชันตรีโกณมิติที่มีมุมขนาดสองเท่าและสามเท่าของมุมใดๆ
สูตร



[image: image48.wmf]A

cos

A

sin

2

A

2

sin

=



[image: image49.wmf]A

sin

A

cos

A

2

cos

2

2

-

=



[image: image50.wmf]A

tan

1

A

tan

2

A

2

tan

2

-

=



[image: image51.wmf]A

sin

4

A

sin

3

A

3

sin

3

-

=



[image: image52.wmf]A

cos

3

A

cos

4

A

3

cos

3

-

=


ฟังก์ชันตรีโกณมิติที่มีมุมขนาดครึ่งเท่าของมุมใดๆ




[image: image53.wmf]2

cos

1

2

sin

q

-

±

=

q



[image: image54.wmf]2

cos

1

2

cos

q

+

±

=

q



[image: image55.wmf]q

+

q

-

±

=

q

cos

1

cos

1

2

tan



[image: image56.wmf]q

+

q

±

=

q

cos

1

sin

2

tan


ผลคูณ ผลบวก ผลต่าง ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ
สูตร

[image: image57.wmf])

B

A

sin(

)

B

A

sin(

B

cos

A

sin

2

-

+

+

=



[image: image58.wmf])

B

A

sin(

)

B

A

sin(

B

sin

A

cos

2

-

-

+

=



[image: image59.wmf])

B

A

cos(

)

B

A

cos(

B

cos

A

cos

2

-

+

+

=



[image: image60.wmf])

B

A

cos(

)

B

A

cos(

B

sin

A

sin

2

+

-

-

=


ผลบวกและผลลบของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์

[image: image61.wmf]2

B

A

sin

2

B

A

sin

2

B

sin

A

sin

-

+

=

+



[image: image62.wmf]2

B

A

sin

2

B

A

cos

2

B

sin

A

sin

-

+

=

-



[image: image63.wmf]2

B

A

cos

2

B

A

cos

2

B

cos

A

cos

-

+

=

+



[image: image64.wmf]2

B

A

sin

2

B

A

sin

2

B

cos

A

cos

-

+

=

-



[image: image65.wmf]2

B

A

sin

2

B

A

sin

2

B

cos

A

cos

-

+

-

=

-


กฏของไซน์และโคไซน์
กฏของไซน์

ถ้า ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ ที่มี a,b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A,B และ C ตามลำดับ จะได้ว่า

[image: image66.wmf]c

C

sin

b

B

sin

a

A

sin

=

=


กฏของโคไซน์
ในรูปสามเหลี่ยม  ABC ใดๆ ที่มี a,b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A,B และ C ตามลำดับ
 จะได้ว่า

[image: image67.wmf]A

cos

bc

2

c

b

a

2

2

2

-

+

=



[image: image68.wmf]B

cos

ac

2

c

a

b

2

2

2

-

+

=



[image: image69.wmf]C

cos

ab

2

b

a

c

2

2

2

-

+

=


_1346494690.unknown

_1346494706.unknown

_1346494715.unknown

_1346494719.unknown

_1346494723.unknown

_1346494725.unknown

_1346494726.unknown

_1346494727.unknown

_1346494724.unknown

_1346494721.unknown

_1346494722.unknown

_1346494720.unknown

_1346494717.unknown

_1346494718.unknown

_1346494716.unknown

_1346494711.unknown

_1346494713.unknown

_1346494714.unknown

_1346494712.unknown

_1346494709.unknown

_1346494710.unknown

_1346494707.unknown

_1346494698.unknown

_1346494702.unknown

_1346494704.unknown

_1346494705.unknown

_1346494703.unknown

_1346494700.unknown

_1346494701.unknown

_1346494699.unknown

_1346494694.unknown

_1346494696.unknown

_1346494697.unknown

_1346494695.unknown

_1346494692.unknown

_1346494693.unknown

_1346494691.unknown

_1346494674.unknown

_1346494682.unknown

_1346494686.unknown

_1346494688.unknown

_1346494689.unknown

_1346494687.unknown

_1346494684.unknown

_1346494685.unknown

_1346494683.unknown

_1346494678.unknown

_1346494680.unknown

_1346494681.unknown

_1346494679.unknown

_1346494676.unknown

_1346494677.unknown

_1346494675.unknown

_1346494666.unknown

_1346494670.unknown

_1346494672.unknown

_1346494673.unknown

_1346494671.unknown

_1346494668.unknown

_1346494669.unknown

_1346494667.unknown

_1346494662.unknown

_1346494664.unknown

_1346494665.unknown

_1346494663.unknown

_1346494660.unknown

_1346494661.unknown

_1346494659.unknown

